
Tournoi

des

Vi ll es
Vingt-Sixi�eme Tournoi des VillesAutomne 2004�Epreuve diÆ
ile, quatri�eme{troisi�eme{se
onde(Le total des points est 
al
ul�e �a partir des trois probl�emes pour lesquels vous en avez obtenu leplus. Les points sont indiqu�es entre 
ro
hets.)Exer
i
e 1 : On dira qu'un triangle est rationnel si tous ses angles mesurent un nombre rationnelde degr�es. On dira qu'un point �a l'int�erieur d'un triangle rationnel est rationnel si l'on obtient troistriangles rationnels en reliant 
e point aux trois sommets du triangle. Montrer que si un triangle estrationnel et aux angles aigus, alors il 
ontient au moins trois points rationnels distin
ts. [4 points℄Exer
i
e 2 : Le 
er
le ins
rit dans un triangle ABC tou
he ses 
ôt�es [AB℄, [BC℄ et [CA℄ auxpoints C 0, A0 et B0 respe
tivement. On sait que AA0 = BB0 = CC 0. Est-
e que le triangle ABCest n�e
essairement �equilat�eral ? [5 points℄Exer
i
e 3 : Quel est le plus grand nombre de 
avaliers que l'on peut mettre sur un �e
hiquier 8�8pour que 
ha
un mena
e au plus 7 autres ? [On rappelle qu'un 
avalier e�e
tue un mouvement
ompos�e d'un d�epla
ement de deux 
ases horizontalement ou verti
alement puis d'un d�epla
ementd'une 
ase dans l'autre dire
tion.℄ [6 points℄Exer
i
e 4 : Ivan a 
hoisi deux nombres stri
tement positifs x et y. Il a �e
rit sur une feuille depapier les nombres x+ y, x� y, xy et x=y. Il a ensuite montr�e la feuille �a Pierre sans lui dire quelnombre est obtenu par quelle op�eration arithm�etique. Montrer que Pierre peut retrouver x et y demani�ere unique. [6 points℄Exer
i
e 5 : On 
hoisit un point K sur le 
ôt�e [BC℄ d'un triangle ABC. Les 
er
les ins
rits dansles triangles ABK et ACK tou
hent le 
ôt�e [BC℄ aux points M et N respe
tivement. Montrerl'in�egalit�e BM � CN > KM �KN:[7 points℄Exer
i
e 6 : Deux personnes se partagent un mor
eau de fromage. D'abord le premier 
oupe lefromage en deux, puis le deuxi�eme 
oupe en deux l'un des deux mor
eaux obtenus (qui ne sontpas for
�ement �egaux), et
., jusqu'�a 
e qu'ils arrivent �a 5 mor
eaux. Ensuite le premier prend undes mor
eaux, puis le deuxi�eme prend un des mor
eaux restants, et
., jusqu'au dernier mor
eau.D�eterminer pour 
haque joueur quelle est la plus grande part de fromage qu'il peut être sûrd'obtenir quoi que fasse l'autre. [8 points℄Exer
i
e 7 : A et B sont deux re
tangles. Ave
 plusieurs re
tangles identiques �a A on arrive aassembler (en les mettant les uns �a 
ôt�e des autres sans trous ni 
hevau
hements) un re
tanglesemblable �a B. Montrer qu'ave
 plusieurs re
tangles �egaux �a B on arrivera �a assembler un re
tanglesemblable �a A. [8 points℄
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